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Δυναμικό μοντέλο

Σύστημα διαφορικών εξισώσεων 2ης τάξης :

Direct dynamics
n direct relation

input for # ∈ [0, *]
initial state at # = 0

n experimental solution 
n apply torques/forces with motors and measure joint variables 

with encoders (with sampling time !! 	)
n solution by simulation

n use dynamic model and integrate numerically the differential 
equations (with simulation step !" ≤ !! 	)

Robotics 2                                    3

- %, %̇, %̈ = !

! # =
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⋮
!"

% # =
%!
⋮
%"

% 0 , %̇(0) resulting motion

Παρέχει τη σχέση μεταξύ:
των γενικευμένων δυνάμεων που ασκούνται στο ρομπότ 

της επακόλουθης κίνησης του ρομπότ 
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ṁkj � 2skj =
X

i

✓
@mij

@qk
� @mki

@qj

◆
q̇i = nkj
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Ȳ a = ū
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Ṁ � 2S
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Ευθεία δυναμική 
• Ευθεία σχέση :

• Πειραματικά:
– Εφαρμόζουμε ροπές/δυνάμεις με τους επενεργητές του ρομπότ και μετράμε

την επακόλουθη κίνηση των αρθρώσεων (π.χ. μέσω encoders)

Direct dynamics
n direct relation

input for # ∈ [0, *]
initial state at # = 0

n experimental solution 
n apply torques/forces with motors and measure joint variables 

with encoders (with sampling time !! 	)
n solution by simulation

n use dynamic model and integrate numerically the differential 
equations (with simulation step !" ≤ !! 	)

Robotics 2                                    3

- %, %̇, %̈ = !

! # =
!!
⋮
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%"

% 0 , %̇(0) resulting motion
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επακόλουθη κίνηση

• Σε simulation:
– Χρησιμοποιούμε το δυναμικό μοντέλο και ολοκληρώνουμε (αριθμητικά) τις 

αντίστοιχες διαφορικές εξισώσεις 

είσοδος για 
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αρχικές συνθήκες για 
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• Αντίστροφη σχέση:

Ρομποτική

Αντίστροφη δυναμικήDirect dynamics
n direct relation

input for # ∈ [0, *]
initial state at # = 0

n experimental solution 
n apply torques/forces with motors and measure joint variables 

with encoders (with sampling time !! 	)
n solution by simulation

n use dynamic model and integrate numerically the differential 
equations (with simulation step !" ≤ !! 	)

Robotics 2                                    3
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Απαιτούμενες ροπές / 
δυνάμεις για 
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• Πειραματικά:
– π.χ. με επαναλαμβανόμενα πειράματα ευθείας δυναμικής χρησιμοποιώντας       

το      και επαναληπτική μάθηση των ονομαστικών τιμών ροπής στην 
επανάληψη    βάσει του σφάλματος στο μετρούμενο στην 
επανάληψη   : 

• Αναλυτικά:
– Χρησιμοποιούμε το δυναμικό μοντέλο και υπολογίζουμε (αλγεβρικα) τις τιμές 

των δυνάμεων και ροπών σε κάθε χρονική στιγμή
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Ṁ � 2S
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Ȳ Tū
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njk = ṁjk � 2sjk =
X

i

✓
@mik

@qj
� @mji

@qk

◆
q̇i = �nkj
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• Δυναμικές εξισώσεις σε 
συμβολική/κλειστή μορφή

• Χρήσιμη για την ανάλυση 
δυναμικών χαρακτηριστικών 
του ρομπότ και τη σύνθεση 
νόμων ελέγχου

Ρομποτική

Μεθοδολογίες δυναμικής μοντελοποίησης

Μέθοδος Euler-Lagrange
(βασισμένη στην ενέργεια)

Μέθοδος Newton-Euler
(βασισμένη σε ισοζύγιο 

δυνάμων ροπών

• Δυναμικές εξισώσεις σε 
αριθμητική/

• Χρήσιμη για την εφαρμογή 
νόμων ελέγχου βασισμένων 
στην αντίστροφη δυναμική σε 
πραγματικό χρόνο

• Υπάρχουν και άλλες μέθοδοι βασισμένες σε αρχές της μηχανικής που 
χρησιμοποιούνται για την κατασκευή του δυναμικού μοντέλου ενός ρομπότ

– π.χ. αρχή του d’Alembert, αρχή του Hamilton, αρχή των δυνατών έργων, μέθοδος του Kane 
….

Approaches to dynamic modeling

Euler-Lagrange method
(energy-based approach)

n dynamic equations in 
symbolic/closed form

n best for study of dynamic 
properties and analysis of 
control schemes

Newton-Euler method
 (balance of forces/moments)

n dynamic equations in 
numeric/recursive form

n best for implementation of 
control schemes (inverse 
dynamics in real time)

§ many other formal methods based on basic principles in mechanics 
are available for the derivation of the robot dynamic model:
§ principle of d’Alembert, of Hamilton, of virtual works, Kane’s 

equations …

Robotics 2                                    5



Ρομποτική

Η μέθοδος Euler-Lagrange
Βασική παραδοχή: Οι σύνδεσμοι (links) του ρομπότ μοντελοποιούνται
σαν στερεά σώματα ( + «συγκεντρωμένη» ελαστικότητα μπορεί να
προστεθεί μέσω ελατηρίων στις αρθρώσεις)
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h
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iT
(13)

2
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2

γενικευμένες συντεταγμένες (π.χ. 
μεταβλητές αρθρώσεων, και όχι μόνο!)

Λαγκρανζιανή

κινητική ενέργεια – δυναμική ενέργεια
§ Αρχή της ελάχιστης δράσης του Hamilton
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Εξισώσεις 
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μη συντηρητικές δυνάμεις (κινητήρες + δυνάμεις αλληλεπίδρασης) 
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Ρομποτική

Παράδειγμα 1 (Δυναμική ενεργούμενου εκκρεμούς)
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[3D όψη]
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Παράδειγμα 1 (Δυναμική ενεργούμενου εκκρεμούς, συνέχ.)
[2D όψη]
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Κινητήριες ροπές και ροπές απόσβεσης
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μειωτήρα) πολλαπλασιάζονται με nr όταν
μεταφέρονται στην πλευρά του συνδέσμου

Άθροισμα μη συντηρητικών δυνάμεων:

«Ισοδύναμη» ροπή εξ’ αιτίας της 
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Διαιρώντας με nr και αντικαθιστώντας 
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Μητρώο αδρανείας σε σχέση με σωματόδετο ΣΣ

Ρομποτική

Μητρώα αδρανείας στερεών σωμάτων
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(Τα στοιχεία του  
εξαρτώνται από το ΣΣ 
και είναι σταθερά για 
δεδομένο ΣΣ) 
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Με κατάλληλη επιλογή ΣΣ:
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4

Κύριοι άξονες αδρανείας & 
διαγώνιο μητρώο αδρανείας!

Αλλαγή αξόνων (μετα/σμοί ομοιότητας) 

lim
k!1

uk(t) = u(t)

0Ii(q) =
0 RT

i (q)
iIi(q)

0Ri(q) (144)
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Ρομποτική

Ομογενή συμμετρικά σώματα
Examples of body inertia matrices

homogeneous bodies of mass ,, with axes of symmetry
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… its generalization: 
changes on body inertia matrix 
due to a pure translation . of

the reference framebody inertia matrix
relative to the CoM

identity
matrix

Steiner theorem

/ = /" + 2 .#. 3 4$×$ − ..# = /" + 2 6# . 6 .

skew-
symmetricHomework: 

prove last equality

https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_moments_of_inertia
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Θεώρημα παράλληλης 
μεταφοράς αξόνων…

… γενίκευση: 
μεταβολή μητρώου αδρανείας 

λόγω παράλληλης μεταφοράς του 
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Ρομποτική

Κινητική ενέργεια στερεού σώματος
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Στερεό σώμα 
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Μάζα

πυκνότητα

Θέση κέντρου 
μάζας (CoM)

Όταν όλα τα διανύσματα αναφέρονται σε 
σωματόδετο ΣΣc τοποθετημένο στο κέντρο μάζας:

Κινητική ενέργεια

(Θεμελιώδης) κινηματική 
εξίσωση στερεού σώματος

ΣΣc: κεντροβαρικό

ΣΣ0: αναφοράς



Ρομποτική

Κινητική ενέργεια στερεού σώματος(συνεχ.)
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Ρομποτική

Κινητική ενέργεια ρομποτικού βραχίονα
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Ρομποτική
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Γεωμετρική Ιακωβιανή
(συνήθως εκφρασμένη ως 

προς το ΣΣ βάσης)

3 γραμμές

3 γραμμές



Ρομποτική

Κινητική ενέργεια: Τελική έκφραση
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Ανεξάρτητο του q όταν
το ωi εκφράζεται στο 

ΣΣc,i, διαφορετικά:

Σημείωση:
Υπάρχουν καλύτεροι 
αλγόριθμοι για τον 
υπολογισμό της 
κινητικής ενέργειας
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Γενικευμένο μητρώο αδρανείας του ρομπότ:
q Συμμετρικός πίνακας
q Θετικά ορισμένος (αντιστρέψιμος για κάθε q)



Ρομποτική

Δυναμική ενέργεια
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Διάνυσμα επιτάχυνσης 
της βαρύτητας

Θέση του κέντρου 
μάζας του συνδέσμου i
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Σύνοψη
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Κινητική ενέργεια

Δυναμική ενέργεια

Λαγκρανζιανή
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Θετικά ορισμένη 
τετραγωνική μορφή
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Δυναμικό μοντέλο ρομπότ (διανυσματική μορφή)
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ṁkj =
X

i

@mkj

@qi
q̇i

M(q)q̈ + S(q, q̇)q̇ + g(q) = u

11

2.

ΔΕΝ είναι 
συμμετρικός γενικά

(nC · n)⇥ p

nC · n >> p

rank Ȳ = p
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Παράδειγμα: Βραχίονας PR
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M(q)q̈ + c(q, q̇) + g(q) = u (119)

ck(q, q̇) = q̇TCk(q)q̇ (120)

Ck(q) =
1

2

 
@Mk

@q
+

✓
@Mk

@q

◆T

� @M

@qk

!
(121)

g(q) =

✓
@U

@q

◆T

(122)

dc,2 (123)

U = constant ) g(q) = 0 (124)

8

d

dt

@L

@q̇k
� @L

@qk
= uk, k = 1, ..., n (109)

X

j

mkj(q)q̈j +
X

i,j

ckij(q)q̇iq̇j +
@U

@qk
= uk k = 1, 2, ..., n (110)

mkk(q) = (111)

mkj(q) = (112)

ckii(q) = (113)

ckij(q) = (114)

mkk > 0 (115)

= mjk(q) (116)

ciii = 0 8i (117)

ckji(q) (118)

M(q)q̈ + c(q, q̇) + g(q) = u (119)

ck(q, q̇) = q̇TCk(q)q̇ (120)

Ck(q) =
1

2

 
@Mk

@q
+

✓
@Mk

@q

◆T

� @M

@qk

!
(121)

g(q) =

✓
@U

@q

◆T

(122)

dc,2 (123)

U = constant ) g(q) = 0 (124)
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M1 (139)

Ic,i =

2

664

Ic,i,xx Ic,i,xy Ic,i,xz

Ic,i,yy Ic,i,yz

sym Ic,i,zz

3

775 (140)

rci =

2

664

rxi

ryi

rzi

3

775 (141)

Ic,i,zz +mir
2
x,i (142)

vc,i = vi + !i ⇥ rc,i = vi + [!⇥
i ]rc,i = vi � [r⇥c,i]!i (143)

Ti =
1

2
miv

T
c,ivc,i +

1

2
!T
i Ic,i!i (144)

=
1

2
mi

�
vi � [r⇥c,i]!i

�T �
vi � [r⇥c,i]!i

�
+

1

2
!T
i Ic,i!i (145)

=
1

2
miv

T
i vi +

1

2
!T
i

�
Ic,i +mi[r

⇥
c,i]

T[r⇥c,i]
�
!i � vTi [mir

⇥
c,i]!i (146)

Ii =

2

664

Ii,xx Ii,xy Ii,xz

Ii,yy Ii,yz

sym Ii,zz

3

775 (147)

Ui = �mig
T
0 r0,ci (148)

= �mig
T
0 (ri + rci) (149)

= �mig
T
0 ri � gT0 (mirci) (150)

⇡ 2 R10n (151)

Ti =
1

2
mi (iv)Ti (

ivi) + mi(
irc,i)

T [(i vi)
⇥] +

1

2
(i!i)

T (iIi) (i!i) (152)

Ui = � mi gT0 ri � gT0
0Ri

�
mi

irci
�

(153)

⇡i =

2

664

mi

mi(irci)

vect{iIi}

3

775

10

M2 (139)

Ic,i =

2

664

Ic,i,xx Ic,i,xy Ic,i,xz

Ic,i,yy Ic,i,yz

sym Ic,i,zz

3

775 (140)

rci =

2

664

rxi

ryi

rzi

3

775 (141)

Ic,i,zz +mir
2
x,i (142)

vc,i = vi + !i ⇥ rc,i = vi + [!⇥
i ]rc,i = vi � [r⇥c,i]!i (143)

Ti =
1

2
miv

T
c,ivc,i +

1

2
!T
i Ic,i!i (144)

=
1

2
mi

�
vi � [r⇥c,i]!i

�T �
vi � [r⇥c,i]!i

�
+

1

2
!T
i Ic,i!i (145)

=
1

2
miv

T
i vi +

1

2
!T
i

�
Ic,i +mi[r

⇥
c,i]

T[r⇥c,i]
�
!i � vTi [mir

⇥
c,i]!i (146)

Ii =

2

664

Ii,xx Ii,xy Ii,xz

Ii,yy Ii,yz

sym Ii,zz

3

775 (147)

Ui = �mig
T
0 r0,ci (148)

= �mig
T
0 (ri + rci) (149)

= �mig
T
0 ri � gT0 (mirci) (150)

⇡ 2 R10n (151)

Ti =
1

2
mi (iv)Ti (

ivi) + mi(
irc,i)

T [(i vi)
⇥] +

1

2
(i!i)

T (iIi) (i!i) (152)

Ui = � mi gT0 ri � gT0
0Ri

�
mi

irci
�

(153)

⇡i =

2

664

mi

mi(irci)

vect{iIi}

3

775

10

pc,1 =

2

664

q1 � dc,1

0

0

3

775 (125)

kvc,1k2 = ṗTc,1ṗc,1 = q̇21 (126)

T1 =
1

2
m1q̇

2
1 (127)

T2 =
1

2
m2v

T
c,2vc,2 +

1

2
!T
2 Ic,2!2 (128)

pc,2 =

2

664

q1 + dc,2 cos q2

dc,2 sin q2

0

3

775 (129)

vc,2 =
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664

q̇1 � dc,2 sin q2 q̇2

dc,2 cos q̇2

0
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775 (130)

!2 =
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664

0

0

q̇2

3

775 (131)

T2 =
1

2
m2

�
q̇21 + d2c,2q̇

2
2 � 2dc,2 sin q2 q̇1q̇2

�
+

1

2
Ic,2,zz q̇

2
2 (132)

M(q) =

"
m1 +m2 �m2dc,2 sin q2

�m2dc,2 sin q2 Ic,2,zz +m2d2c,2

#
(133)

c(q, q̇) =

"
c1(q, q̇)

c2(q, q̇)

#
(134)

C1(q) =
1

2

" 
0 0

0 �dc,2 cos q2

!
+

 
0 0

0 �dc,2 cos q2
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�
 
0 0

0 0

!#
(135)

C2(q) =
1
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" 
0 �dc,2 cos q2

0 0

!
+

 
0 0

�dc,2 cos q2 0

!
�
 

0 �dc,2 cos q2

�dc,2 cos q2 0

!#
(136)

c1(q, q̇) = �m2dc,2 cos q2 q̇22 (137)

c2(q, q̇) = 0 (138)

9
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2 (132)

M(q) =

"
m1 +m2 �m2dc,2 sin q2

�m2dc,2 sin q2 Ic,2,zz +m2d2c,2
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c(q, q̇) =
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C1(q) =
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0 0
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0 0
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�
 
0 0

0 0
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C2(q) =
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0 0
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0 0

�m2dc,2 cos q2 0
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�m2dc,2 cos q2 0

!#
(136)

c1(q, q̇) = �m2dc,2 cos q2 q̇22 (137)

c2(q, q̇) = 0 (138)
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T2 =
1

2
m2v

T
c,2vc,2 +

1

2
!T
2 Ic,2!2 (128)

pc,2 =
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0 0
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0 �dc,2 cos q2

�dc,2 cos q2 0

!#
(136)

c1(q, q̇) = �m2dc,2 cos q2 q̇22 (137)

c2(q, q̇) = 0 (138)

9

pc,1 =

2

664

q1 � dc,1

0

0

3

775 (125)

kvc,1k2 = ṗTc,1ṗc,1 = q̇21 (126)

T1 =
1

2
m1q̇

2
1 (127)

T2 =
1

2
m2v

T
c,2vc,2 +

1

2
!T
2 Ic,2!2 (128)

pc,2 =

2

664

q1 + dc,2 cos q2

dc,2 sin q2

0

3

775 (129)

vc,2 =

2

664

q̇1 � dc,2 sin q2 q̇2

dc,2 cos q̇2

0

3

775 (130)

!2 =

2

664

0

0

q̇2

3

775 (131)

T2 =
1

2
m2

�
q̇21 + d2c,2q̇

2
2 � 2dc,2 sin q2 q̇1q̇2

�
+

1

2
Ic,2,zz q̇

2
2 (132)

M(q) =

"
m1 +m2 �m2dc,2 sin q2

�m2dc,2 sin q2 Ic,2,zz +m2d2c,2

#
(133)

c(q, q̇) =

"
c1(q, q̇)

c2(q, q̇)

#
(134)

C1(q) =
1

2

" 
0 0

0 �m2dc,2 cos q2

!
+

 
0 0

0 �m2dc,2 cos q2

!
�
 
0 0

0 0

!#
(135)

C2(q) =
1

2

" 
0 �m2dc,2 cos q2

0 0

!
+

 
0 0

�m2dc,2 cos q2 0

!
�
 

0 �m2dc,2 cos q2

�m2dc,2 cos q2 0

!#
(136)

c1(q, q̇) = �m2dc,2 cos q2 q̇22 (137)

c2(q, q̇) = 0 (138)

9

M2 (139)

M(q)q̈ + c(q, q̇) = u (140)

"
m1 +m2 �m2dc,2 sin q2

�m2dc,2 sin q2 Ic,2,zz +m2d2c,2

#"
q̈1

q̈2

#
+

"
�m2dc,2 cos q2 q̇22

0

#
=

"
u1

u2

#
(141)

Ic,i =

2

664

Ic,i,xx Ic,i,xy Ic,i,xz

Ic,i,yy Ic,i,yz

sym Ic,i,zz

3

775 (142)

rci =

2

664

rxi

ryi

rzi

3

775 (143)

Ic,i,zz +mir
2
x,i (144)

vc,i = vi + !i ⇥ rc,i = vi + [!⇥
i ]rc,i = vi � [r⇥c,i]!i (145)

Ti =
1

2
miv

T
c,ivc,i +

1

2
!T
i Ic,i!i (146)

=
1

2
mi

�
vi � [r⇥c,i]!i

�T �
vi � [r⇥c,i]!i

�
+

1

2
!T
i Ic,i!i (147)

=
1

2
miv

T
i vi +

1

2
!T
i

�
Ic,i +mi[r

⇥
c,i]

T[r⇥c,i]
�
!i � vTi [mir

⇥
c,i]!i (148)

Ii =

2

664

Ii,xx Ii,xy Ii,xz

Ii,yy Ii,yz

sym Ii,zz

3

775 (149)

Ui = �mig
T
0 r0,ci (150)

= �mig
T
0 (ri + rci) (151)

= �mig
T
0 ri � gT0 (mirci) (152)

⇡ 2 R10n (153)

Ti =
1

2
mi (iv)Ti (

ivi) + mi(
irc,i)

T [(i vi)
⇥] +

1

2
(i!i)

T (iIi) (i!i) (154)
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Ρομποτική

Δομικές ιδιότητες

Η ιδιότητα αυτή συνεπάγεται την αρχή διατήρησης της ενέργειας και 
χρησιμοποιείται στο σχεδιασμό νόμων ελέγχου για βραχίονες

(nC · n)⇥ p

nC · n >> p

rank Ȳ = p

Ȳ a = ū

a = Ȳ #ū =
�
Ȳ TȲ

��1
Ȳ Tū

Ṁ � 2C

ṁkj =
X

i

@mkj

@qi
q̇i

11

Ο πίνακας είναι αντισυμμετρικός όταν
ο     ορίζεται με βάση τα σύμβολα Christoffel

(nC · n)⇥ p

nC · n >> p

rank Ȳ = p

Ȳ a = ū

a = Ȳ #ū =
�
Ȳ TȲ

��1
Ȳ Tū

Ṁ � 2S

ṁkj =
X

i

@mkj

@qi
q̇i

M(q)q̈ + S(q, q̇)q̇ + g(q) = u

skj(q, q̇) =
X

i

ckij(q)q̇i

skj(q, q̇) =
X

i

ckij(q)q̇i

11

(nC · n)⇥ p

nC · n >> p

rank Ȳ = p

Ȳ a = ū

a = Ȳ #ū =
�
Ȳ TȲ

��1
Ȳ Tū

Ṁ � 2S

ṁkj =
X

i

@mkj

@qi
q̇i

M(q)q̈ + S(q, q̇)q̇ + g(q) = u

skj(q, q̇) =
X
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ckij(q)q̇i

S

11

(nC · n)⇥ p
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��1
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M(q)q̈ + S(q, q̇)q̇ + g(q) = u

skj(q, q̇) =
X

i

ckij(q)q̇i

2skj =
X

i

2ckij q̇i =
X

i

✓
@mkj

@qi
+

@mki

@qj
� @mij

@qk

◆
q̇i

ṁkj � 2skj =
X

i

✓
@mij

@qk
� @mki

@qj

◆
q̇i
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ṁkj � 2skj =
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� @mki
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@qj
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◆
q̇i = �nkj
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(ο Μ είναι 
συμμετρικός)

Απόδειξη

(nC · n)⇥ p

nC · n >> p
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a = Ȳ #ū =
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q̇i = �nkj

xT(Ṁ � 2S)x = 0, 8x

11



Ρομποτική

Προσθέτοντας δυναμικούς όρους: Τριβές
Adding dynamic terms ...

1) dissipative phenomena due to friction at the joints/transmissions
n viscous, Coulomb, stiction, Stribeck, LuGre (dynamic)...
n local effects at the joints
n difficult to model in general, except for:

Robotics 2                                  11

0:,) = −2:,) "̇) 0<,) = −2<,) sgn "̇)

=) >?@(Ċ)

=*Ċ

=+,-.,-/0

in general:
;-.//0 "̇ < 0

(component-wise too)

q Φαινόμενα απόσβεσης ενέργειας λόγω τριβών στις αρθρώσεις:
q Ιξώδης τριβή, τριβή Coulomb, κλπ.
q Τοπικά φαινόμενα στις αρθρώσεις
q Δύσκολο να μοντελοποιηθούν, εκτός από
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rank Ȳ = p
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xT(Ṁ � 2S)x = 0, 8x

uV,i = �FV,iq̇i

11
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Ρομποτική

Προσθέτοντας δυναμικούς όρους: Κινητήρες
q Ενσωμάτωση ηλεκτρικών κινητήρων (θεωρούνται στερεά σώματα) 

q Γενικά ο κινητήρας i τοποθετείται στον σύνδεσμο i-1 (ή πριν)
q Συχνά (αν και εξαρτάται από το σύστημα μετάδοσης) ο δρομέας του 

κινητήρα i ευθυγραμμίζεται με τον άξονα της άρθρωσης i
q Η μάζα του κινητήρα προστίθεται στον σύνδεσμο που φέρει τον κινητήρα
q Η αδράνεια του δρομέα συνεισφέρει στην κινητική ενέργεια
q Συχνά η μετάδοση της κίνησης με μειωτήρες με υψηλό λόγο μετάδοσης7.1 Lagrange Formulation 253

Fig. 7.2. Kinematic description of Motor i

the first joints of the chain. The joint actuator torques are delivered by the
motors by means of mechanical transmissions (gears).4 The contribution of
the gears to the kinetic energy can be suitably included in that of the motor.
It is assumed that no induced motion occurs, i.e., the motion of Joint i does
not actuate the motion of other joints.

The kinetic energy of Rotor i can be written as

Tmi =
1
2
mmi ṗ

T
mi

ṗmi
+

1
2
ωT

mi
Imiωmi , (7.21)

where mmi is the mass of the rotor, ṗmi
denotes the linear velocity of the

centre of mass of the rotor, Imi is the inertia tensor of the rotor relative to
its centre of mass, and ωmi denotes the angular velocity of the rotor.

Let ϑmi denote the angular position of the rotor. On the assumption of a
rigid transmission, one has

kriq̇i = ϑ̇mi (7.22)

where kri is the gear reduction ratio. Notice that, in the case of actuation of
a prismatic joint, the gear reduction ratio is a dimensional quantity.

According to the angular velocity composition rule (3.18) and the rela-
tion (7.22), the total angular velocity of the rotor is

ωmi = ωi−1 + kriq̇izmi (7.23)

where ωi−1 is the angular velocity of Link i−1 on which the motor is located,
and zmi denotes the unit vector along the rotor axis.
4 Alternatively, the joints may be actuated by torque motors directly coupled to

the rotation axis without gears.
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Ρομποτική

Συνολικό μοντέλο
q Ενσωμάτωση όλων των πρόσθετων όρων

M2 (139)

M(q)q̈ + c(q, q̇) = u (140)

"
m1 +m2 �m2dc,2 sin q2

�m2dc,2 sin q2 Ic,2,zz +m2d2c,2

#"
q̈1

q̈2

#
+

"
�m2dc,2 cos q2 q̇22

0

#
=

"
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u2

#
(141)
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Ρομποτική

Γραμμικότητα ως προς τις δυναμικές παραμέτρους

Άρθρωση i

Σύνδεσμος i
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q Κάθε σύνδεσμος χαρακτηρίζεται από 10 δυναμικές παραμέτρους:
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q Η δυναμική του ρομπότ εξαρτάται από κάποιες από τις παραμέτρους 
αυτές (πιθανώς μέσω συνδυασμών όπως                       )

pc,1 =

2

664

q1 � dc,1

0

0

3

775 (125)
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Ρομποτική

q Η κινητική και η δυναμική ενέργεια μπορούν να γραφούν έτσι ώστε να 
εξαρτώνται γραμμικά από κατάλληλα επιλεγμένες «ομάδες» παραμέτρων
q Εκφράζουμε την αδράνεια και τη θέση του κέντρου μάζας κάθε συνδέσμου σε 

σχέση με γνωστό ΣΣ (που έχει τον ίδιο συνδυασμό με το κεντροβαρικό ΣΣ)

Γραμμικότητα ως προς τις δυναμικές παραμέτρους

q Θεμελιώδης κινηματική σχέση:
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kvc,1k2 = ṗTc,1ṗc,1 = q̇21 (126)

T1 =
1

2
m1q̇

2
1 (127)

T2 =
1

2
m2v

T
c,2vc,2 +

1

2
!T
2 Ic,2!2 (128)

Ic,i =

2

664

Ic,i,xx Ic,i,xy Ic,i,xz

Ic,i,yy Ic,i,yz

sym Ic,i,zz

3

775 (129)

rci =

2

664

rxi

ryi

rzi

3

775 (130)

Ic,i,zz +mir
2
x,i (131)

vc,i = vi + !i ⇥ rc,i = vi + [!⇥
i ]rc,i = vi � [r⇥c,i]!i (132)

Ti =
1

2
miv

T
c,ivc,i +

1

2
!T
i Ic,i!i (133)

=
1

2
mi

�
vi � [r⇥c,i]!i

�T �
vi � [r⇥c,i]!i

�
+

1

2
!T
i Ic,i!i (134)

=
1

2
miv

T
i vi +

1

2
!T
i

�
Ic,i +mi[r

⇥
c,i]

T[r⇥c,i]
�
!i � vTi [mir

⇥
c,i]!i (135)

Ii =

2

664

Ii,xx Ii,xy Ii,xz

Ii,yy Ii,yz

sym Ii,zz

3

775 (136)

9

Θεώρημα Steiner:

q Δυναμική εν. Συνδέσμου:
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kvc,1k2 = ṗTc,1ṗc,1 = q̇21 (126)

T1 =
1

2
m1q̇

2
1 (127)

T2 =
1

2
m2v

T
c,2vc,2 +

1

2
!T
2 Ic,2!2 (128)

Ic,i =

2

664

Ic,i,xx Ic,i,xy Ic,i,xz

Ic,i,yy Ic,i,yz

sym Ic,i,zz

3

775 (129)

rci =

2

664

rxi

ryi

rzi

3

775 (130)

Ic,i,zz +mir
2
x,i (131)

vc,i = vi + !i ⇥ rc,i = vi + [!⇥
i ]rc,i = vi � [r⇥c,i]!i (132)

Ti =
1

2
miv

T
c,ivc,i +

1

2
!T
i Ic,i!i (133)

=
1

2
mi

�
vi � [r⇥c,i]!i

�T �
vi � [r⇥c,i]!i

�
+

1

2
!T
i Ic,i!i (134)

=
1

2
miv

T
i vi +

1

2
!T
i

�
Ic,i +mi[r

⇥
c,i]

T[r⇥c,i]
�
!i � vTi [mir

⇥
c,i]!i (135)

Ii =

2

664

Ii,xx Ii,xy Ii,xz

Ii,yy Ii,yz

sym Ii,zz

3

775 (136)

Ui = �mig
T
0 r0,ci (137)

= �mig
T
0 (ri + rci) (138)

= �mig
T
0 ri � gT0 (mirci) (139)

9

pc,1 =

2

664

q1 � dc,1

0

0

3

775 (125)
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kvc,1k2 = ṗTc,1ṗc,1 = q̇21 (126)

T1 =
1

2
m1q̇

2
1 (127)

T2 =
1

2
m2v

T
c,2vc,2 +

1

2
!T
2 Ic,2!2 (128)

Ic,i =

2

664

Ic,i,xx Ic,i,xy Ic,i,xz

Ic,i,yy Ic,i,yz

sym Ic,i,zz

3

775 (129)

rci =

2

664

rxi

ryi

rzi

3

775 (130)

Ic,i,zz +mir
2
x,i (131)

vc,i = vi + !i ⇥ rc,i = vi + [!⇥
i ]rc,i = vi � [r⇥c,i]!i (132)

Ti =
1

2
miv

T
c,ivc,i +

1

2
!T
i Ic,i!i (133)

=
1

2
mi

�
vi � [r⇥c,i]!i

�T �
vi � [r⇥c,i]!i

�
+

1

2
!T
i Ic,i!i (134)

9

pc,1 =

2

664

q1 � dc,1

0

0

3

775 (125)
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q Οι εξισώσεις E-L περιέχουν την τέλεση μόνο γραμμικών πράξεων επί των T 
και U, η δυναμική του ρομπότ είναι γραμμική ως προς τις παραμέτρους 
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q Κάποιες από τις 10n παραμέτρους είναι δυνατόν να μην εμφανίζονται στο 
δυναμικό μοντέλο δεδομένου βραχίονα ⟹ αντίστοιχες στήλες του      είναι 0
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q Κάποιες από τις 10n παραμέτρους μπορεί να εμφανίζονται σε συγκεκριμένους 
συνδυασμούς με άλλες παραμέτρους ⟹ αντίστοιχες στήλες του      είναι 
γραμμικά εξαρτημένες  
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q Αν περιληφθούν (i) ο επενεργητής του συνδέσμου, (ii) η τριβή Coulomb και 
(iii) η ιξώδης τριβή ⟹ προστίθενται 3 παράμετροι ανά σύνδεσμο



Ρομποτική

Γραμμικότητα ως προς τις δυναμικές παραμέτρους
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q Μπορούν να βρεθούν ομάδες παραμέτρων (σχετικές με τις    
ανεξάρτητες στήλες του πίνακα      ) που ορίζουν τους δυναμικούς συντελεστές 
του ρομπότ ⟹ ελάχιστη παραμετρικοποίηση του ρομπότ

q Αυτό μπορεί να γίνει με θεώρηση των δυναμικών εξισώσεων ή (καλύτερα) και 
με συστηματικό τρόπο.  
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184 Chapter 6 Manipulator dynamics

and total mass ni1 and in2. As shown in Fig. 6.7, the center of mass of link 1 is
located at a distance from the joint-i axis, and the center of mass of link 2 is at the
variable distance d2 from the joint-i axis. Use Lagrangian dynamics to determine
the equation of motion for this manipulator.

Using (6.69), we write the kinetic energy of link 1 as

and the kinetic energy of link 2 as

= + (6.79)

k2 = + +

Hence, the total kinetic energy is given by

k(O, e) = + + + +

Using (6.73), we write the potential energy of link 1 as

= in1l1g sin(91) + in1l1g

and the potential energy of link 2 as

U2 = sin(91) +

(6.80)

(6.81)

(6.82)

(6.83)

where d2,i,ax is the maximum extension of joint 2. Hence, the total potential energy
is given by

u(EJ) = g(in111 + ,n2d2) sin(91) ± rn111g + (6.84)

.1

FIGURE 6.7: The RP manipulator of Example 6.5.

Βραχίονας RP 

Ti =
1

2
mi (iv)Ti (

ivi) + mi(
irc,i)

T [(i vi)
⇥] +

1

2
(i!i)

T (iIi) (i!i) (141)

Ui = � mi gT0 ri � gT0
0Ri

�
mi

irci
�

(142)

⇡i =

"
mi

mi(irci)vect{iIi}

#

=
h
mi mi(irci,x) mi(irci,y) mi(irci,z) iIi,xx iIi,xy iIi,xz iIi,yy iIi,yz iIi,zz

iT

M(q)q̈ + c(q, q̇) + g(q) = Y⇡(q, q̇, q̈)⇡ = u

⇡T =
h
⇡T
1 ⇡T

1 · · · ⇡T
n

iT

n⇥ 10n

p << 10n

(m1l
2
1 + Izz,1 + Izz,2 +m2d

2
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Ρομποτική

Αναγνώριση δυναμικών παραμέτρων
q Ο ορισμός ελάχιστων δυναμικών παραμέτρων χρησιμοποιείται στην 

πειραματική «ταυτοποίηση» (εύρεση των αριθμητικών τιμών) των 
δυναμικών συντελεστών του ρομπότ
q Οι κατασκευαστές παρέχουν μόνο κάποιες κύριες δυναμικές 

παραμέτρους π.χ. μάζες συνδέσμων  
q Εκτιμήσεις των παραμέτρων μπορεί να γίνουν μέσω εργαλείων CAD 

με απλουστευτικές παραδοχές (π.χ. ομοιόμορφα κατανεμημένη μάζα)  

q Αν το ΤΣΔ του ρομπότ μεταφέρει κάποιο φορτίο
q μεταβάλλονται οι 10 παράμετροι του τελευταίου συνδέσμου…
q … και όλες (σχεδόν) οι δυναμικές παράμετροι του ρομπότ! 

q Απαιτούνται πειράματα ταυτοποίησης
q Το ρομπότ πρέπει να είναι σε κίνηση για τη διέγερση των δυναμικών 

χαρακτηριστικών του (όχι μόνο των στατικών/γεωμετρικών)
q Μόνο οι δυναμικοί συντελεστές (ελάχιστο σύνολο δυναμικών 

παραμέτρων) μπορούν να ταυτοποιηθούν (και όχι όλες οι παράμετροι 
για κάθε σύνδεσμο)



Ρομποτική

Διαδικασία αναγνώριση
1. Επιλέξτε μια τροχιά qd(t) που να διεγείρει τη δυναμική του ρομπότ, δηλ. 

q Εξερευνά ικανοποιητικά τον χώρο εργασίας και εμπλέκει όλες τις 
συνιστώσες του δυναμικού μοντέλου.

q Είναι περιοδική με πολλές συνιστώσες στο πεδίο της συχνότητας 
2. Εκτελέστε την τροχιά χρησιμοποιώντας κατάλληλο νόμο ελέγχου

q Συνήθως χρησιμοποιείται έλεγχος PD επειδή δεν απαιτεί γνώση του 
μοντέλου 

3. Μετρήστε το q σε nc χρονικές στιγμές με χρήση encoders
q Οι ταχύτητες και οι επιταχύνσεις των αρθρώσεων μπορούν να 

εκτιμηθούν offline με χρήση κατάλληλων φίλτρων και αριθμητικών 
μεθόδων 

4. Υπολογίστε τον πίνακα Υ και χρησιμοποιείστε τις αντίστοιχες τιμές των 
εισόδων στην εξίσωση 

Ti =
1

2
mi (iv)Ti (

ivi) + mi(
irc,i)

T [(i vi)
⇥] +

1

2
(i!i)

T (iIi) (i!i) (141)

Ui = � mi gT0 ri � gT0
0Ri

�
mi

irci
�

(142)

⇡i =

"
mi

mi(irci)vect{iIi}

#

=
h
mi mi(irci,x) mi(irci,y) mi(irci,z) iIi,xx iIi,xy iIi,xz iIi,yy iIi,yz iIi,zz

iT

M(q)q̈ + c(q, q̇) + g(q) = Y⇡(q, q̇, q̈)⇡ = u

⇡T =
h
⇡T
1 ⇡T

1 · · · ⇡T
n

iT

n⇥ 10n

p << 10n

(m1l
2
1 + Izz,1 + Izz,2 +m2d

2
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Ρομποτική

Ταυτοποίηση ελαχίστων τετραγώνων
q Ορίζουμε το αλγεβρικό σύστημα γραμμικών εξισώσεων
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(nC · n)⇥ p
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q Ικανοποιητικά διεγείρουσες τροχιές + αρκετά μεγάλος αριθμός σημείων κατά 
τη δειγματοληψία της εκτέλεσης της τροχιάς ώστε                       + κατάλληλη 
επιλογή των σημείων του δείγματος ⇒
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q Λύση συστήματος μέσω του ψευδοαντίστροφου
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